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It is shown that the Krull-Gabriel-Rentschler dimension of U(sl(3, C)) is equal 
to 5; for this purpose we use a purely algebraic description of the embedding of 
so(n + 2) in the differential operators on the quadratic cone of C” constructed by 
A. B. Goncharov. Some other results (previously known) on Joseph’s ideal of 
C/(so(n + 2)) are also obtained. 0 1986 Academic Press, Inc 
0. INTRODUCTION ET NOTATIONS 
0.1. Soit g une algebre de Lie semi-simple compiexe d’algebre 
enveloppante U(g). Le calcul de la dimension de Krull-Gabriel-Rentschler 
de U(g) n’a jusqu’a present ete fait que lorsque g est une somme de copies 
de sl(2) (cf. [ 13]), cas dans lequel elle coincide avec la valeur conjecturee, 
a savoir la dimension d’une sous-algebre de Bore1 de g. Dans [ 131 nous 
avons montrt comment la connaissance des operateurs differentiels ur la 
variete quasi-afftne N\G (oti G est un groupe algebrique simplement con- 
nexe d’algebre de Lie g et N un sous-groupe unipotent maximal), pourrait 
aider a la determination de cette dimension. En general (si g n’est pas une 
somme de s1(2)), l’anneau des fonctions regulieres sur N\G n’est pas 
regulier et le calcul des optrateurs differentiels n’est plus evident (cf. [a]). 
Dans le cas ou g = sl(3) cet anneau est C[X, ,..., X,]/(g + . . . + P,) un 
c&e quadratique dans C6. D’autre part A. B. Goncharov dans [7] et [8] 
a construit un plongement de so(n + 2) dans les operateurs differentiels ur 
le cone quadratique dans C”; sa methode consistant a ttudier l’espace 
symetrique M= So(n + 2)/Se(n) x SO(~) et a lui associer un certain cone 
qui se revble &tre un cone quadratique dans C”. 
Nous voulons ici expliciter le c&C purement algebrique du travail de 
Goncharov, saris avoir a y referer, et montrer comment la connaissance 
d’un nombre suflisant d’elements de l’anneau des opirateurs differentiels 
sur le cone conduit a construire un plongement de so(n +2) dans cet 
anneau. 
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0.2. Nous adopterons les notations suivantes (par commoditt le 
corps de base sera C mais il est bien entendu que tout reste vrai sur un 
corps algtbriquement clos de caracteristique nulle): 
* n est un entier > 3, 
42 
qn= (n+ 1)/2 i 
si n pair 
si n impair qi2= (n- 1)/2 { 
42 si n pair 
si n impair, 
c, = (n - 4)/2, d,, = c, + 1 = (n - 2)/2, X, ,..., X,, n indeterminees ur C. 
* A=@[X,,..., X,-J/(X;+ ... + q) l’anneau des fonctions du cone 
dans C”. 
*f=iq+ ... +x, d l’ideal engendre parfdans @[XI,..., X,,], 
* $8 = Diff A l’anneau des operateurs differentiels sur A. Rappelons 
qu’un Clement P de EndcA est un operateur differentiel d’ordre <rn si 
cf*cf*c~~~cfm+l% P] * ] . . . ] = 0 pour tous fi ,...,f, + 1 E A. 
* La dimension de Gel’fand-Kirillov sera notte par d, la dimension de 
Krull par K dim. 
* 6, sera le symbole de Kronecker et i E C est tel que i* = - 1. 
0.3. Les principaux r&ultats sont les suivants. Au paragraphe 1 on 
construit une sous-algebre de Lie simple, notee g, de 9 dont on determine 
le rang. On montre dans le paragraphe 2 que cette algebre de Lie est 
isomorphe a so(n + 2) et on en donne une autre presentation. Au 
paragraphe 3 on ttudie l’algbbre 9 engendree par g dans 9: on calcule 
d(9) et on en dtduit que 9 g U(so(n + 2))/J, od J, est l’ideal de Joseph de 
U(so(n + 2)) (n f4) (cf. [lo]). Ceci permet de determiner K dim 99. On 
explicite Cgalement certaines representations de so(n + 2) de dimension de 
Gel’fand-Kirillov minimale (non nulle), et on retrouve dans ce cas par- 
ticulier quelques rbultats de [lo]. Le paragraphe 4 est l’application du cas 
n = 6 a la determination de K dim U(sl(3)) qui est bien celle esperte c’est-a- 
dire 5. 
Nous remercions M. le Professeur J. Bernstein de tous les renseignements 
qu’il a bien voulu nous communiquer, en particulier de nous avoir informe 
de l’existence du plongement de so(n + 2) dans 9 et des travaux de 
Goncharov. 
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1. UNE SOUS-ALG~BRE DE LIE DE 9 
1.1. Rappelons que les optrateurs differentiels ur A admettent la 
description suivante (cf. [ 123, Theoreme 7 p. 1641): 
On a design& par A, (a=) l’algebre de Weyl @[XI ,..., X,, 8/8X, ,..., 3/8X,] 
tout operateur differentiel sur A provient d’un element C, a,(X)(a/aX)’ de 
A,(@) de mCme ordre; nous dtsignerons par xi la classe de X, modulo d et 
un operateur de 9 s’ecrira done C, u,(x)(~/~x)‘, nous Ccrirons ai pour 
ajaxi. 
1.1.1. DEFINITION. On pose: 
a a 
Oi.,=xi~~px,~ pour i,jE (l,..., n). 
Ce sont des derivations de @[X, ,..., A’,]. 
1.1.2. LEMME [ 111. Les Pl&ments I et D,,, 1 6 i < j< n, induisent des 
dbivations sur A qui ,forment un systPme g&&ateur du A-module des 
d&iv&ions Der A. 
Rappelons rapidement la preuve: une derivation D de @[XI,..., X,] 
induit une derivation sur A si et seulement si D(~)E&, nous avons ici: 
Z(f) = 2f, Dij(f) = 0 pour tow i et j done Z et D,,, donnent des elements de 
Der A, que nous noterons encore I= C:= I xiai et Dij = x,8, - aixj. 
Soit D une derivation de @[XI ,..., X,] veritiant D(f) E &‘, c’est-a-dire 
D(f) =fg avec g E @[X, ,..., X,], done (D - $8 Z)(f) = 0; on peut ainsi sup- 
poser D(f) = 0. Ecrivons D = C:= 1 A,(a/aX,) avec Ai E C[X,,..., X,], la 
condition D(f) = 0 se traduit par: x1=, Ai Xi = 0, il est alors immtdiat par 
recurrence sur n qu’il existe une matrice (Ali) antisymetrique d’tlements de 
@L-X, >..., A’,] telle que Ai = cJn=, A,Xj. 
On obtient 
ce qui est le resultat chercht. 
42 THIERRY LEVASSEUR 
1.1.3. DEFINITION. Notons A I’operateur + C;=, (a/ax,)’ et pour 
iE {l,..., n} 
P;=X,d-&(Z+c,). 
I 
1.1.4. LEMME. Pour chaque i, Pi induit un opkrateur dljj?rentiel sur A, 
d’ordre 2, nott Pi = xiA - ai(I+ c,). 
Preuve. 11 s’agit de montrer P,(d) c &‘; supposons que l’on ait prouvi 
que Pin&’ et Pi(fXj)~& pour tout j, c’est-a-dire Pi(f pour 
tout g E @[X, ,..., A’,] de degre d 1. I1 est clair qu’il s&it de montrer que 
Pi(fg) E d pour tout mon8me g de degre j>, 2; tcrivons g = gig, avec 
g,, g, monbmes de degrt 2 1 et <j. Comme Pi est d’ordre 2 et Pi( 1) = 0, 
pi(fglg2) =fpi(gIg*) + 81piU!T*) +g2pi(fgl) -fgIpi(g2) -.k2pi(gl) 
- g,g,P,(f); un raisonnement par recurrence sur j fournira done le 
rtsultat. 
Le calcul donne: A(f) = n, X,A(f) = n Xi, (I+ c,)(f) = (2 + c,)f done 
Pi(f) = n Xi - 2(2 + c,) Xi, comme 2 + c, = n/2, Pi(f) = 0. On a ensuite 
P,(fX,) = XiA(flj) - (a/aX,)(3 + c,)fX,; le calcul de A(fX,) fournit 
A(fX,) = (n + 2) X, et celui de (a/8X,)(3 + c,)fX, donne (n + 2) Xix, + 
((n + 2)/2)f6, d’oii 
1.2. Considerons 9 comme une @-algebre de Lie le crochet etant 
[U, V] = UV- VU pour U, V E 9, posons: 
1.2.1. DEFINITION. Soit g la sous-algebre de Lie de 9 engendree par les 
elements: 
Z,=Z+d,, {pj; l <j<n}, {x,; 1 <j<n}, {Dk,, 1 bk<lbn}. 
1.2.2. PROPOSITION. (1”) On a les formules suivantes: 
Czn, Dk,l = lIpi3 pjl = Cxit x,l =O 
Izn, xil = xi, cz,, pi1 = -p, 
[P;, xi] = D,- 6, Z, 
CDici> x;] = 6, Xk - 6, x;, CD,;, f’,l = 6, f’, - 6, P/ 
[Do, Dkil =D/k; CDv, Dj/l = Dil, L-D+ Dir1 = D, 
[Dg, Dkj] = Dki et CDii, D,ll = 0 dans les autres cas. 
(2”) L’algGbre de Lie g est simple de dimension (n + l)(n + 2)/2. 
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Preuve. (1”) Les calculs sont faciles. Signalons la raison pour laquelle 
[P,,xJ=D,+Z,, ce qui justilie l’introduction de d, = c, + 1. Aprt% 
avoir remarqut que [x,, A] = -a,, on a: 
[xi, P,] =xi[xj, AI - [X,t di](Z+ cn- JjCXj, I+cnl 
= -x,aj+ 6,(1+ c,) + six, 
= -xiiYj+6,j(Z+c,)+xj~i+~,=D,,+6,j(Z+c,+ 1) 
d’oti [Pi, xi] = D,- 6,(Z+ dR). Remarquons que [I,,, P] = [Z, P] pour 
tout P dans 9. 
(2”) Montrons que les kltments de 1.2.1 sont linkairement indbpen- 
dants sur C le 1”) implique que ce sera une base de g. Commenqons par 
montrer que les Z, et D,,, 1 d k < Id n, sont linkairement indtpendants; soit 
I., cck( E @ teIs que ].I,, + C a,,D,, = 0, appliquons cet opirateur g x,(~, 
i, E { l,..., n}, on trouve: 
A(d,+l)x,,- 1 ~;o,lxl + 1 ~/,ioX/ = 0, 
‘0 < / I < i(, 
d’oti I = cl,031 = 0 pour tous i0 et 1. 
Le m&me raisonnement en utilisant P,(x,,) = - (c, + 1) S,, implique la 
linkaire indkpendance des P,, 1 d j d n. 
Supposons maintenant AZ, + xi a,xj + C, B, P, + C, G k < ,< ,, yk,Dk, = 0, 
relation 8 coefficients dans @. Appliquant ad Z, = [Z,,- ] il vient 
x c(,x, - C p, P, = 0, ce qui implique cj ujxj = C, 8, P, = 0 et x b,P,y = 0 
done aj= 13,=0 pout tout j. I1 reste AZ,, +C yk,Dk,=O, done A=y,,=O 
pout tous k, 1. Montrons que g est simple, soit q un idtal de g 
nZ, + C aixj + C fi,p, + C yk,D,, un tkment non nul de q. Appliquons ad Z,, 
: 
vient C ajxi- C /?sP,s E q, une nouvelle fois ad Z, donne 
a,~, + C B, P, E q done C a,Xj E q et C BsP., E q. 
ler cas. Si CI, = 0 pour j # j,, a,, $0 on obtient x,~ E q. 
26me cas. 3k < I tels que elk # 0, cr,#O; on applique ad D,,,, il vient 
-akxI + m,xk E q, une nouvelle fois ad D,., donne tikxA + CL[X[ E q. 
Si 1 dk<l<n, [Dl,n, akxk + CQX,] = -a,~, E q d’oti x, E q. 
Si I=n, k> 1, CD,_,.,, CikXk + CQX,] = akxk- , E q d’oti x& , E q. 
Sik=l,l=n(n>2), [D,2rt(k~k+~l~,]=-a,x,~qd’ohx,~q. 
3tme cas. OIj = 0 pour tout j et fijO # 0 pour un jO, le m$me raisonnement 
que dans les deux premiers cas donne P, ~q pour un s, done 
[P,,x,]= -Z,eq et x,= [x,, -Z,]eq. 
4Pme cas. OLD= /?, = 0 pour tout j. Si yk,= 0 pour tous k, 1 on arrive g 
Z, E q done xi E q pour tout i; si yk, # 0 pour un (k, I) on applique ad xk cela 
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am&e lxk + C kcj akjxj + zjck ozjkxj E q et les premier et deuxieme cas 
donnent xi E q pour un i. 
Ainsi dans tous les cas x, E q pour un i, mais alors: [P,, xi] = -I, E q 
done xi E q pour tout j et P, E q pour tout j, ensuite [P,, x,] E q pour I # i 
done D, E q pour tous (i, 1) d’oti g = q. 
L’algebre g est done simple. 
Nous allons maintenant chercher une sous-algebre de Cartan de g, pour 
cela posons: 
1.2.3. DEFINITION. On note h la sous-algbbre de g engendree par les 
elements {I,,; DS,S+y,, SE { l,..., 4;)) (cf. notations 0.2). 
1.2.4. LEMME. L’algibre de Lie IJ est une sous-algdbre de Cartan de g qui 
est done de rang 
si n pair 
si n impair. 
Preuve. Les formules de 1.2.2 (1”) montrent que h est abtlienne, il s&it 
done de prouver qu’elle est tgale a son normalisateur. 
Soit Q = AZ,, + C ujxj + C bjPj + C yk,D,, E N(h), cela Cquivaut a 
CQ, Ds,s+q, ] E h pour tout s et [Q, Z,] E h. 
De la derniere condition on tire C ujxj - C /I, Pi E h done aj= pj = 0 pour 
tout j. 
De la premiere on tire [C yklDk,, DS,S+y.] E h pour tout s; notons qu’un 
crochet CDkly 4, + Yn ] est non nul si et seulement si k=s ou k =s+ qn, 
f=s ou Z=s+q,; il vient: 
c ~s,Ds+,,,,+ c ~s+y,,/Dls 
1 <s</<n I <s+y,<l<n 
I#S+Y. 
+l<k;s<nksDks+q.+ 1 7k.s + c/n Ds., E b. 
. . l<k<s+q.<n 
kfs 
Ce qui nest possible que si: 
Yd=O pour Z>s, l#s+q, 
YJ + y.,/ = 0 pour Z>s+q, 
Yk,s = o pour k<s 
7k.s + f/n =o pour k<s+q,, k#s. 
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Ceci valant pour tout s E {l,..., qi} il n’est pas diflicule de voir que l’on a 
yk,=O pour tous (k, I) # (s, s+ qn), SE { l,..., 4;). Done Q = AI,, + 
CF11 7s.s + qn Ds,, + qn E 5. 
2. PLONGEMENT DE so(n+ 2) DANS 9 
2.1. Nous avons vu en 1.2 que 9 contient g algebre de Lie simple 
de rang I = q; + 1. Nous allons montrer que g est isomorphe a so(n + 2); 
pour cela nous allons expliciter le systeme de racines correspondant a la 
paire (g, h) ou h est definie en 1.2.3. Pour la commodite des notations nous 
distinguerons n pair et n impair bien qu’un traitement commun puisse saris 
doute se faire. 
2.1.1. n pair, done q,, = qh = n/2, I = n/2 + 1. Rappelons que i2 = - 1. 
Nous poserons: 
i 
y,=x,+ix. I + Yn 
i 
Z.i= Pj+ iPj+y n 
ui=xi-ixi+4n v,= P,-iP,+, 
pour in {l,..., qn}. 
n 
11 est clair que les y,, u,, zi, vi forment une base de l’espace vectoriel 
oj W, @ (0, Cx,), on la note 69i. 
On pose: e,S, = D,.,$ + yn + i Dsj et f,,j = D,j,5 + y. - i D,, pour s E ( l,..., qn - 1 ) 
etjefs+l,..., qn)u(qn+s+l ,..., n)=A,T. I1 n’est pasdiffkilede voirque 
qn} forment une base de b=@lsk<,Gn@Dk,. 
Nour aurons besoin de modifier cette base pour cela on pose: 
a =e,j+ieSJ+Yn, b,j=e,,-ie.,,.,fl, 
~:::=f~~+ir,.,~~.,d,,=~.j-~s~~~~, 
pour tout s E { l,..., q,, - 1 } et j E { 1 + s ,..., q,,}, c’est-a-dire 1 < s <j < qn. 
On obtient en rajoutant les Ds,s+q,, s E (I,..., q,,) une nouvelle base de b, 
notee 9&. D’ou une base de g formee de 98, u g2 u {Z,,}. Dans cette base 
l’action de h est diagonale, en effet: 
PROPOSITION. On a les formules suivantes: 
(1) [In, Yjl =Yj, Czn, Ujl = uj, Czn, z,l = -zj, Czn, vjl = -lJj pour 
tout j E { l,..., qn}, 
(2) CDs,,+,n~~~l=i~s~y~, CD,,+,“,~jl=iG.~jzi, CDs,s+g,~Ujl= 
-i ~,pj, CD,,, +qnT u,] = -id,v,,jE (l,..., qn). 
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(3) [I,, uSj] = [I,, b,] = [I,, cSj] = [I,, d,,] = 0 pour tous 1 d s < 
.iGq,. 
(4) CDs,s+q,, asjl =ia,j, CDs.s+y,, bsjl= ibs,j, CDs,s+y,, cJ,jl= 
-i c&j, CDS,, +q”’ dSj] = -idSj pour 1 <s<j<q,,. 
(5) Si l<s<t<q,, lGs<j<qn: CDt,r+y,,a,jl=i6,,,a,, 
CD i,t+qnv c,jl =idj,, c,~, CDf,l+qn, b,jl= -id,,, b,yp CDt,t+y,, dsil = 
-i S,,, dSJ. 
Preuve. Verification directe A l’aide de 1.2.2 
2.1.2. n impair, done qn = (n + 1)/2, q; = (n - 1)/2. On dklinit ici aussi 
yj, uj, zj, uj comme en 2.1.1 mais avec jc { l,..., q:}, il reste done xy, et P,“; 
ces tlkments forment une base L& de @:I= 1 @ xi @ (or=, @ Pi). 
On d&hit les Clkments eSJ, f,, comme en 2.1.1 pour s E { l,..., qk} 
je {s + l,..., 4J u {qn+s+ l,..., n}, lorsqu’on y ajoute les Ds,,T+ Yn pour 
s E { l,..., q;} on trouve ici encoure une base de b. 
11 est alore possible de dkfinir les Cltments aSj, b,,, c,~~, dSJ pour 
1~ s < q;, s + 1 <j < qi (done 1 d s <j 6 qi), puis finalement on obtient la 
base de b formte des {a,,, b.sj, csJ, 4,; 1 ds<jddj u {es,y,,fJ,y,; 
SE {l,..., q;}} u {DS,s+y,; SE {l,..., q;}}, on la note B;. 
Ici encore 9#‘; u 97; u {In} est une base de g, et on a facilement: 
PROPOSITION. ( 1)’ [Z,, yj (resp. ZAP)] =yj (resp. U,j); [Z,, Z, (vesp. Vj)] = 
-zj (resp. -v,) si jfz { l,..., 4;). [I,, xy,] = xy,, [Zn, Py,] = - Pqn. 
6’)’ CDs,s+y.> yj (resp. z,j)l = i hs,yj (resp. Zj); CDJ,s+y,, uj (rev. Vj)I 
= -i6,y,~j (resp. u,); [Ds,s+y,, xy,] = [D.y,Y+y,, PJ =0 pour SE {l,..., qi,}, 
je {L..., 4;). 
(3)’ [In, usj] = [In, bsjl = CZn, Csjl = C’nt ds,l = C’n, ck.y,l = 
[Z,,,fk,J = Opour 1 <s-cj<qh, 16kGqL. 
(4)’ CDs,s+y,, usj (rev. b,,)l = i a.,, (rev. b,,); CDs,s+y,~ caJ (rev. 
d,,)] = - i cxJ (resp. dSJ). Pour 1 < s <j < qk, et [ D,, + Yn, ez,J = i es,Yn, 
CD s,s+y,~L,y,l = -if,,,, pour 1 G s d 4; 
(5)’ Si 16s~ t<qk, 1 <s<jdqL: [Dt,l+q,,u,J (resp. cSJ)] =ih,,~,~ 
(rev. csJ); CD,,, + Yn’ bSj (resp. d,y,)] = - i 6j,,b,, (resp. d,,). 
Si l<t<qL, l<sdqL,: C~,,r+y,,~.~.y,I=~~s,r~s,y,~ CDf,,+y,JYy,y,l= 
-i ~s,ffs,y,. 
Remurque. Dans le cas n pair: qn = q;, done cette proposition ne diffkre 
de 2.1.1 que par les adjonctions des xy,, PYn, es,y, et f,,,,. 
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2.1.3. Nous sommes maintenant en mesure d’honcer: 
TH~OR~ME. L’algebre de Lie simple, g, est: 
- de type B, si n est impair 
-de type D, si n est pair. 
Done g est isomorphe ir so(n + 2). 
Preuve. Notons h, = I,,, h,, 1 = (l/i) Djj+Yn, Jo {l,..., qh} c’est une base 
de 5, dont on dksigne la base duale par {Ed,..., 6,). 
On rappelle que si o! E Q* est une racine de g, g” = {XE g, [ZZ, X] = 
a(H) X pour tout HE I)) # 0. 
Les propositions 2.1.1 et 2.1.2 montrent que: 
@yj=gEl+?+‘) @vj=g-‘“‘+“,‘l’, $= g”‘+EI+‘) 
Q=Z,=g-h-~,+I)) 1 <j<qL. 
Dans le cas n impair: @xu, = g&l, c p,” = r~ ~1. 
Dans le cas n impair: @eA,Yn = gES+‘, CfJ,q. = gecA+’ pour 1 <s < q;. Comme 
%?I u 6$ u {In} (resp. 9& u &Ji u {Z,}), forme une base de g on a montri: 
que les racines de g sont: 
@= fEj&Ek, 
1 <j<k<l sinpair 
k Ej’ 1 <j<l; $E.~&E~, 1 <j<k<l sinimpair. 
De [l, pp. 252 et 2571 il dkoule que g est de type B,, si n est impair et de 
type D, si n est pair. On a bien g E so(n +2) car: pour n pair gr so(21) 
avec I = n/2 + 1 et si n impair g z so(21+ 1) avec I = (n + 1)/2. 
Notations. @ ktant l’ensemble des racines, nous prendrons les notations 
de [l] A savoir: @+ = {E~+E~, 1 <j < k < 1) ( u { cj, 1 <j < I} si n impair), 
@- = @\@‘, W le groupe de Weyl associk, { OI ,..., Wl} les poids fondamen- 
taux. De plus on pose: %+ = eacG+ g”, b=b@YI’. 
2.2. La section prhtdente a introduit des optrateurs diffkrentiels qui 
donnent les ga pour c( E @, leurs expressions ne sont pas trb maniables lors- 
que A est donnke sous la forme @[XI,..., X,1/&‘. Nous allons, en prben- 
tant A sans une autre forme en donner une kriture simple qui nous fera en 
particulier retrouver l’exemple de [8, p. 1341, du cas oh n est pair. 
481/102/l-4 
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2.2.1. hOPOSITION. Soient ( Uj, Yj; j6 {l,..., qk} > des indkterminkes sur 
62 et notons cp l’isomorphisme donnk par: 
@[Xl ,..., X,] -+ @[U,, Y,; 1 <jGqil, si n pair 
et 
L’isomorphisme cp induit un isomorphisme: 
I 
@C”j9 y,l/(,$, uj yj) si n pair 
A= 
@ll”j, yjf xqnl 
i( ’ 
f uj yj+pq,, 
> 
si n impair. 
;=1 
Preuve. Evident. 
Nous noterons uj, yi les classes des U, et Y,, de sorte que l’on reconnait 
la les elements de 2.1.1 et 2.1.2: ui=x,-ixj+,, et y>=xj+ixj+,, pour 
1 <j<qL. 
L’isomorphisme cp transforme les derivations a/8X, en cp(a/aXj) don&es 
par: 
a .a a 
Yq=av,+zy q&=i(&-&-) pour 1 Gj,<qL 
et cp(a/aXq,) = a/aXq, dans le cas n impair. Pour alleger les notations nous 
oublierons systematiquement le cp devant les images des elements. 11 est 
alors aise de verifier que: 
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2.2.2. PROPOSITION. 
si n pair 
si n impair 
A= 
si n pair 
si n impair. 
On note encore I et A les ophateurs sur les classes ui et yi. 
(ii) 4s+y,, = z i 
a a 
Y"ar,- uA c?u, > 
pour s E { l,..., qk > 
I,, = I + d,, . 
( 
a a 
(iii) a,j=2i Ys&.-YjaU, > 
pour tous 1 6 s <j < q; 
(iv) r,=~A-~(I+c,,).oj=~A-~(l+c,), pour 1 <j<qL. 
I a.Yj 
(v) Duns le cas n impair: 
( 
a a 
e w7. =i y,--2x 
8%” 
- , 
qn au, > 
fl,un=i(2x,n$-us&) pour 1 ds<qL 
3 4” 
P,“=x,A-~(l+c,). 
Yn 
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3. LIEN AVEC L'IDBAL DE JOSEPH DE U(so(n+ 2)) 
3.1. Notons 99 la sous-algebre associative de 9 engendrte sur C 
par les elements de g. Par 2.1.3 il existe un homomorphisme surjectif 
I/: U(so(n + 2)) + 92. 
Nous allons determiner Ker $ et en deduire la dimension de Krull de 9. 
Notons que par 1.1.2 W contient toutes les derivations de A. 
3.2. De la proposition 2.2.1 il resulte que I’anneau A localise en les 
puissances de l’tlement y, est &gal a @[y,, y;‘, u2, y2,..., u,;, y,,,, (x,J] od 
(x4.) est l’element a rajouter si n est impair, notons A,, cet anneau. 
L’anneau A ne possede qu’une singularite isolee en l’ideal maximal 
(VI? Ul,...> Y,,, 4/;, (x,“)) et A,, est le localise de l’anneau de polynbmes en 
n - 1 variables d=Cy,, u2, Ye,..., Q, Y,;, (x,n~l. 
Par consequent l’anneau des operateurs differentiels ur A,, n’est autre 
que l’algebre de Weyl C=Cy,, u2, y2,..., u,;, Y,,, (x,J, iJ/ay,,..., dldyy;, 
(a/ax,“)] localisee en l’tltment y, et ses puissances, nous noterons .~TJ~ _ , 
cette algebre de Weyl et (&, ~, ),,, sa localisation. 
LEMME. L’anneau B est intzgre, de dimension de Gelfand-KirilIov 
2(n - l), de centre re’duit ci @. 
Preuve. Par [ 12, corollaire 6, p. 1631, l’anneau 9 est integre done 9 
lest aussi. Soit cp un element de A, la derivation ad cp de 9, done de B, est 
localement nilpotente: si P E 9 est d’ordre <m on a (ad cp)“’ ‘(P) = 0 (cf. 
0.2). Soit S = { y:, t E N } c A, tout element, s, de S delinit une derivation, 
ad s, localement nilpotente de 9, ou 9, par [3, Satz 6.11 on deduit que S 
est Ore dans 9, ou a, et d(T ‘9) = d(B); remarquons que S ‘9 E S- ‘9, 
posons S’B = B.“, et S’9 = gY:,. De [12, p. 1611 il dtcoule que gJ,, est 
Cgal a l’anneau des operateurs differentiels ur A,,[, c’est-a-dire (xJ ~ ,)V, ; Ce 
dernier est engendre sur C par les elements de A,, et ses derivations, d’autre 
part W contient A et les derivations de A done By, contient A,“, et ses 
derivations, (cf. [ 12, p. 1611. 11 s’en suit que Se,, = eV, = (JX$ ~ ,)“, et il est 
bien connu que cet anneau est de dimension de Gelfand-Kirillov 2(n - 1). 
Si Z E 9 est central dans 9 il est central dans 99,, done c’est un element de 
@. 
Nous conserverons la notation sY, pour designer l’anneau R localise en 
la partie multiplicative ( y;, t E N }, c’est done l’anneau des optrateurs dif- 
ferentiels sur A,, . 
COROLLAIRE. L’idkal Ker $ est un idial primitif compktement premier. 
Preuve. On a 9 s U(so(n + 2))/Ker $ et on applique le lemme. 
Nous noterons J= Ker rl/ cet ideal primitif et x son caractere central. 
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3.3. Rappelons quelques rCsultats de [lo]. A chaque alg&bre de 
Lie simple complexe 5 il est associk un entier k(s) (noti r dans [13]), que 
l’on peut dtfinir comme btant la moitit: de la dimension minimale d’une 
orbite non nulle dans s*. C’est aussi inf{$d(U(s)/J), avec J idbal de 
codimension infinie}, ou encore le plus petit entier p tel qu’il existe un 
homomorphisme de U(s) dans le localist d’une algkbre de Weyl 
m+b..., wp, ww,,..., aiaw,i, en la partie multiplicative a=[~,,..., w,]\(O). 
L’entier k(e) est done reli6 g la construction de reprksentations 
minimales, dites reprksentations de Weil de 5 (cf. [S, 51). On trouvera dans 
[9] et [lo] la table donnant les entiers k(e). D’autre part il est d&montrC 
en [lo, 8.81 que lorsque 4 n’est pas de type A, il existe un unique idkal 
complbtement premier de U(s), nott J,, tei que d(U(s)/J,,) = 2k(s), nous 
l’appelerons idtal de Joseph de s. 
THBOR~~ME. La dimension de Krull de 9 est n - 1. 
Preuve. Nous avons vu que si n est pair, g est de type D, ce qui impli- 
que k(g) = 21- 3 avec l= n/2 + 1; si n impair g est de type B, done 
k(g) = 21- 2 avec I= (n + 1)/2. Dans les deux cas k(g) = n - 1, l’kgalitt 
K dim B? = n - 1 rCsulte alors de [ 151 Thtorkme 3.12. Donnons en une 
preuve adaptte g notre cas: la preuve du lemme de 3.2 montre que 
L%$, E (dfl , )Y, done n - 1 = K dim BY, 6 K dim B. D’autre part tout g- 
module de type fmi, M, est un U( g)-module, s’il v&tie d(M) d k( g) il est 
de longueur linie par [ 13, th&or&me 2.11. 11 s’en suit aiskment que 
Kdim.%<d(B)-k(g)=n- 1. 
Remarque. Nous voulons traiter la reprksentation minimale de 
so(n + 2)~ g indkpendamment des rksultats de [lo] autant qu’il est 
possible, signalons toutefois: 
PROPOSITION. Supposons n # 4, l’idial J= Ker + est &gal ci l’idPa1 de 
Joseph de so(n + 2). 
Preuve. Nous avons vu que J est complttement premier et 
d( U(so(n + 2))/Ker $) = 2k( g), d one par [ 10, 8.81 on sait que JO = Ker II/ 
lorsque g n’est pas de type A, ce qui est le cas sauf si I= 3 puisque A, z D, 
ce qui arrive pour n = 4. 
3.4. Nous allons tttudier quelques g-modules et dtterminer le 
caract6re central de J ce qui nous fera retrouver les rksultats de [lo] pour 
les types B, et D,. 
3.4.1. PROPOSITION. L’anneau A est un so(n + 2)-module simple, de 
dimension de Gel&and-Kirillov n - 1 et d’annulateur J. 
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Preuve. L’assertion sur la dimension est evidente. L’algebre de Lie 
so(n +2) opere sur A grace a l’identification t+k so(n +2)~g c’est-a-dire: 
P. cp = $(P)(q) pour PE so(n + 2), cp E A. Nous considerons done A 
comme un &module, puisque B! g U(so(n + 2))/J il est evident que 
Js Ann u~so~n+Z~~A = K. D’autre part le g-module A est clairement engen- 
drt par 1 et n’est pas de dimension tinie sur @, done son annulateur ne peut 
$tre de codimension tinie; par definition de k(g) on obtient K = J. Soit 
HZ 0 un sous-g-module de A, comme g contient x, ,..., x,, H est un ideal 
de A. Soit cpeH on a Z(q)=Z,cp-d,cp~H, Dk,s(~)=Dk,s. cp~H pour 
1 < k <s < n, done H est stable par toutes les derivations de A (cf. 1.1.2); il 
en dtcoule que H,, est un ideal de A,, stable par toutes les derivations de 
AY,, par la description faite en 3.2 il est evident que H,, = AY,. Ainsi y; E H 
pour un te N, posons v = -v,; une recurrence immediate montre que 
vr( y;) = n;=, i(c, + i) # 0, par consequent H = A. 
Rappelons quelques elements de la methode employee dans [lo] pour 
determiner le caractere central de J,, note x0. Soit p la plus grande racine 
de g, dans notre cas ce sera sl + s2 avec les notations de 2.1.3. Si c( est une 
racine de g on note E, un element de ga\{O}, par exemple, E, est un mul- 
tiple de y, comme on l’a vu en 2.1.3. En section 6 de [lo] il est construit 
un plongement de U( g)/Jo dans une algebre de Weyl localisee en un 
generateur qui est Ep comme nous l’avons fait en 3.2. Les elements de ce 
quotient primitif operent dans un anneau: B = @ [E, ; y E Tl, E,, E; ’ ] oti 
Tl est contenu dans l’ensemble des racines positives. Avec les notations de 
2.1.3 cet anneau B nest pas &gal a A,,, done l’action de g nest pas l’action 
naturelle de la proposition 3.4.1. Donnons un exemple: 12 = 5, i.e., g r SO(~), 
les racines de r, sont s2, E~ - sj, s2 - s3, on prend done comme vecteurs 
E,, YES,: e1,3, u2, h,,, (cf. 2.2.2), et on obtient B=C[e,,,, u2, b,,,, y,, 
Y,-‘I +A,,; remarquons que e1,3, 6,,, sont des derivations de A. 
Pour connaitre x0 il est alors necessaire d’ajouter a B des puissances 
t/siemes de E,, / t s Ctant un rationnel bien choisi. Nous voulons ici montrer 
qu’en utilisant la structure naturelle de g-module de A, et une mtthode 
identique a la prtctdente, la determination de la puissance a ajouter a A,, 
decoule immediatement de la representation faite de so(n + 2). 
3.4.2. Nous noterons A, l’anneau C[ yf/*, y;-‘j2, u2, y2,..., u,+ yyb, (x,,)] 
(la notation (xy,) Ctant faite pour distinger les cas n pair et n impair). Done 
A,, c A, et g opere dans A, de man&e naturelle comme operateurs dif- 
ferentiels, ainsi A, est un 99 ou 9&-module. 
Soit t E Z, yr2 E A2, pour toute derivation D de A on a: 
Remarquons que l’element y;” n’est pas annult par ‘% +, en effet: 
Yj E 9 ‘I+ ?+I pour tout j mais yj y;” # 0. 
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Signalons par contre que si E, E g” avec a E @+ et E, derivation de A 
(a=c,kh 2 <j < k 6 1, et eventuellement a = .sj, 2 <j < 1, si n impair), on 
a: E, ( yi) E [ g”, gfi] c g” + fl= (0) car /I est la plus grande racine. 
Nous allons, comme dans [lo, $61, changer la base du systeme de 
racines alin de construire un module de plus haut poids contenu dans A, 
muni de sa structure naturelle de g-module. Pour cela posons: 
@:=(-El*&,+,, l<j6q~)u{Ei+1+&j+*r l<i<j<qk} 
u((~,+~, 1~j~4~)u{-~l)) dans le cas n impair; 
@r =cP\cD:; 
%n: = 0 gz, %n; = @ g”. 
IGo*+ rt@; 
On a: 
3.4.3. LEMME. L’espace vectoriel ‘ST est une sous-alggbre nilpotente 
maximale de g. 
Preuve. 11 suflit de remarquer que: @T n -‘ln: = 0, #CD: = # @+ et 
de verifier que si u, /I E @: avec CI+/?E@ alors c(+~E@:. 
Remarque. Lorsque n est impair l’element w du groupe de Weyl, W, 
associe a CD, dtfini par: W(E~ ) = -8, et l’identite ailleurs transforme @: en 
@+. 11 en est de meme si n pair avec l’tltment w de W dtlini par 
w(E~) = -cl, w(E[) = -8, et l’identite ailleurs. 
3.44. LEMME. On a: 
(i) aijyf2=biiy:12=ek,y,yf2=0, 1 <i<j<qL, 1 <kQqL. 
(ii) z,Y;~~=O, 1<j<qk; v,~{~~=O, 26j6qk. 
(iii) V’ yy2 = - t/2(t/2 + c,) y;j2- ‘. 
(iv) P,“. y;” = 0. 
Preuve. (i) Les elements a0, b,, ek,y, (n impair) sont dans gEz+‘+q+‘, 
9 Et+l-E,+I 99 Q+’ il suflit done d’utiliser la remarque deja faite en 3.4.2. 
(ii) Rappelons que 
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(cf. 2.2.2); de plus (I+ ~,,)(y{‘~) = (t/2 + c,) y\” et A( yr’) = 0 d’ou (ii), 
(iii) u,yr2= -(8/8yl)(t/2+c,)ylZ= -t/2(?/2+c,)y:‘*~’ 
(iv) P, =x4. A - (a/a~,~)(Z+ c,) d’ofi (iv). 
COROLLAIRE. Choisissons t/2 = - c, et posons p = E, - c,,E~ E lj*. Soit 
M, = U(g) yr2, alors le module M, est un g-module de plus haut poids p, 
relativement d- la sous-algt%re de Bore1 % [ @I b = b , . 
Preuve. Le lemme precedent prouve que U(%t: ) yi’* = 0 si l’on choisit 
t/2 = -c, afin d’avoir v1 . y:l’ = 0. 
Rappelons que 
h, = I,,, hj+l =bjj+,,.= 
a a 
i vj ay, - uJ q 
par 2.2.2, done: 
h,,(y;‘*)=(t/2+d,)y;“=(-cn+d,)y;’*=y;’* 
h2, (y;“) = t/2 y;l* = -c, y;” 
h,, (yr2)=0 pour j> 3. 
Par consequent h. yr’ = p(h) yf’ pour tout h E ij. 
Remarquons que M, est un sous-g-module de A, et que si n = 4 on a 
c, = 0. 
Les formules de 3.4.4 pour t = 0 montrent que A est un so(n + 2)-module 
de plus haut poids d,,El relativement a b,. 
3.4.5. Nous allons determiner le caractere x de .Z= Ker t+G. 
Le corollaire de 3.4.4 nous dit que M, est un quotient du module de 
Verma de plus haut poids ,B relativement a b,. Nous voulons donner le 
caractere relativement a b; nous adopterons la notation de [4, 7.1.91: le 
caractere d’un module de Verma construit a partir de b et de plus haut 
poids A - p sera note xi. 
PROPOSITION. L’annulateur dans U(so(n + 2)) de M, est &gal ci J. Le 
caractke 1 est igal Li xy + p oli 
1 -- 
2 
w, + 20, sil=2(i.e.,n=3) 
p+v= 
c,w,+(l-cc,)o,+ f 0, si I > 3 (i.e., n 2 4). 
i=3 
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Preuve. Comme d’habitude so(n+ 2) opere dans M, par son iden- 
tification avec g, c’est-a-dire au moyen de I/: U(so(n + 2)) + 9 + @, ; il est 
done evident que JC Ann.(,,(, + 2u M, = K. 
Notons comme en 3.4.1 que M, est un g-module de type tini qui nest 
pas de dimension finie et que si l’on avait J $ K cela impliquerait 
dim,( U(so(n + 2))/K) < co et une contradiction. 
Par consequent relativement a b, x est determine par p, pour trouver son 
expression relativement a b ii suffrt d’appliquer l’element w ~’ = w de la 
remarque en 3.4.3. Ainsi on obtient v= w(p)= -Ed -c,Q; en utilisant [l, 
pp. 252 et 2571 on trouve l’expression cherchee. 
Remarque. I1 peut etre utile de donner une expression pour x de la 
forme xn+ p avec ,I + p dominant. Signalons qu’ii est aise de verifier que si 
I’on applique a v + p l’element du groupe de Weyl 0 = le cycle 
(2, 3 ,..., Z-2,1-1) ((~=(1,2) si 1=2), on obtient p(v+p)=I+p 
dominant. 
Lorsque n # 4, on retrouve les expressions donnees en [ 10, table, p. 151, 
pour les types B, et DI. Lorsque n = 4, v + p = Oz + W3 est dominant. On a 
maintenant facilement le corollaire suivant demontre dans [ 10, 7.41 pour le 
cas n # 4: 
COROLLAIRE. L’idkal J est maximal. 
Preuve. C’est exactement celle de [lo, 7.43; elle est vaiide pour n = 4, 
i.e., g E sl(4) car par ce qui precede le poids v = 6, + W3 - p = --Or n’est 
pas entier. 
4. LA DIMENSION DE KRULL DE U(sl(3)) 
4.1. Soit 5 = s1(3), comme nous l’avons rappel& dans l’introduction 
la connaissance des operateurs differentiels ur N\SL(3) ou 
1 
N= *1 
0 Ii ii ) *EC * * 1 
peut aider a determiner la dimension de Krull de U(s). Gardons les 
notations de 0.1. 
Nous avons: 
A = @[N\SL(3)] z @CU,, y,, u*> YZ? u3, Y,l 
(U, y, + u2 y, + u, Y,) 
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c’est-a-dire que nous sommes dans le cas: n = 6, q,, = q; = 3, I= 4, c, = 1 
d,, = 2 avec les notations prtddentes. 
Rappelons que 
opere dans A de la man&e suivante: soient W, , O2 les poids fondamentaux 
de SL(3), done cGl(t) =CI, b&(t) = y-l pour tc T; il est clair que ,T agit 
dans A par: t. Ui=G,(t) Ui, tYi=&(t) Yi pour i= 1,2, 3. 
Cette action est celle don&e en [6, Lemma 4.21. En effet: ecrivons SL(3) 
sous la forme 
comme dans [13, remarque 3.43; on a A = C[SL(3)]“, les invariants de 
C[SL(3)] sous l’action de N par translation a gauche, et il n’est pas dif- 
ficile de voir que A=C[u,, u2, uX, y,, yz, y3] avec y3=~rtZ-~2tl 
y1=u*t~--U~t2, y~=U~t,-U1t3. Le groupe T normalisant N opere par 
translation a gauche dans A (cf. [ 13, p. 178]), et un calcul immediat mon- 
tre que t.uj=c%,(t) ui, t.yi=ci&(t)yi. 11 est clair que l’on a: 
U, yr + u2 y, + ug y, = 0. On note t l’algebre de Lie de T. 
4.2. NOUS avons associe a A l’algebre de Lie g = so(g), cf. 2.1.3, et 
une sous-algebre .B? de 9 dont les generateurs ont don& en 3.1 et 2.2, ce 
sent: {u,,yj; 1 <j<3}, Z,=Z+2, {z,, u,; 1 dj<3}, {DjJ+3; 1 <j63}, 
hj> b,p csd, dsj; 1 &s<j<3}. 
PROPOSITION. Le groupe T opPre naturellement sur PalgPbre 92. 
Preuue. Rappelons [13, p. 1781 que T opere dans 9 cette action 
prolongeant celle existant sur A. Decrivons cette operation: t E T opere sur 
lesderivations a/au,, a/aY,par t.(a/aU,)=w,(t)-’ (a/aU,)et t.(a/aY,)= 
(W,(t))- ‘(i?/aYi) c’est l’optration naturelle sur l’algebre de Weyl C[ Ui, Y, , 
a/XJj, d/aYi; i= 1, 2, 31. Rappelons que si PEG on a: (t . P) q = ‘P(t-Igo) 
pour tout cp E A, done faction de T est celle induite, de l’optration sur 
l’algebre de Weyl prtctdente, sur l’algbbre 9. 11 nous s&it de verifier que, 
si t E T et P est un element du systeme generateur precedent, t. Test encore 
dans 9. 
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Ceci est clair pour les uj, y,, on a d’autre part: 
t.I,=t.I+2=t &-&+Zyj;. 
( 
+2 
i J / I ) 
= 
( 
wJt)cG,(t)y~Uj-$ + 11)*(t)c&(t)-l& +2 
J > ( J 8Y; > 
done t.16=16. 
=f&W;‘(t) a,Vli. 
On trouve en passant les autres calculs: 
t. &, = b,,; t . csJ = c,~; t ’ d,,i = &, W; I (t) dsj. 
D’autre part A = 2 CT=, (a/aU,)(a/aY,) done t. A = (01W2)--‘(t) A, d’ou 
t.r,=~t.A-t.$t.(~+~.) 
J 
t.i,=~2(t)(~,~z)-‘(t)~A-w;‘(t)~(~+c,) 
I 
t.z,=cs,(t)-‘z, 
De m&me man&e t.vJ=c52(t)-‘v,, 
Ceci prouve la proposition. 
COROLLAIRE. La dimension de Krull de U(sl(3)) est &gale ci 5. 
Preuve. Rappelons quelques faits de [6, $6, 8,9]. L’action de SL(3) par 
translation a droite sur wSL(3) et l’action a gauche de T prtcedement 
d&rite donnent des applications i:U(s) + G@ et j: U(t) + 9, par leur 
definition il est clair que les elements i(X) et j(H) pour XE ~j et HE t sont 
des derivations de A; de plus les morphismes i et j sont injectifs. Si l’on con- 
sidere l’algebre U?) engendrte par i( U(s)) et j(U(t)), ce qui precede 
montre que Uq) est contenue dans la sous-algebre de 9 engendree par A 
et les derivations de A, sous-aigebre qui est contenue dans W par la remar- 
58 THIERRY LEVASSEUR 
que faite en 3.1. Nous avons done: UT) c 9 c 9, faisons opkrer le groupe 
T, par [ 141 9’= UT) done .c%?= = U?); la proposition 3.1 de [ 131 nous 
dit que: Kdim 9T<Kdim a= 5 (par le thtorkme 3.3). 
Ainsi Kdim U?)<5, mais par [6, $101 on a U?)r ~7(e)@,~,, U(t) et 
done Kdim 05) = Kdim U(e) (cf. [13, preuve de la proposition 3.2]), 
d’oti Kdim U(e) < 5. 
L’autre inkgalitk ktant bien connue on a le rtsultat cherchk. 
Index de notations. Les symboles intervenant le plus frkquemment sont don& par ordre 
d’apparition. 
0.2 9.. q:, cn> dm 4.C 9 
1.1.1 I, D,, 
1.1.3 A, P, 
1.2.1 I”, g 
1.2.4 $p 
2.1.1 e.r,JiJ,y,, u,, 2,’ u,, a.,,,, b,,, csJ, 4, 
2.1.3 {E ,,..., E,}, {OT, ,,..., W,},@, W, %+, b 
3.1 9, $ 
3.2 A,.,,~-,,(~-,),.,,W,.,,J,X 
3.3 k(s), Jo 
3.4.2 A,, @,, ‘3; 
3.4.4 ,u, M,, 
3.4.5 11. Y 
4.1 N Q, T, t 
1. N. BOURBAKI, “Groupes et algtbres de Lie,” Chaps. 4, 5 et 6, Hermann, Paris, 1968. 
2. I. N. BERNSTEIN, I. M. GEL’FAND, ET S. I. GEL’FAND, Differential operators on a cubic 
cone, Uspekki Mat. 2 Maskua 18, no. I (1963), 185-190. 
3. W. BORHO ET H. KRAFT, Uber di Gelfand-Kirillov Dimension, Math. Ann. 220 (1976), 
l-24. 
4. J. DIXMIER, “AIgGbres enveloppantes,” Gauthier-Villars, Paris, 1974. 
5. S. I. GEL’FAND, The Weil representation of a Lie algebra of type G2 and related represen- 
tations of SL,, Funktsional. Anal. i Priloien 14, no. 1 (1980), 51-52. 
6. 1. M. GEL’FAND AND B. B. KIRILLOV, The structure of the Lie field connected with a split 
semi-simple Lie algebra, Funktsional. Anal. i Priloien. 3, no. 1 (1969), 7-26. 
7. A. B. GONCHAROV, Infinitesimal structures related to Hermitian symmetric spaces, 
Funktsional. Anal. i Priloien. 15, no. 3 (1981), 83-84. 
8. A. B. GONCHAROV, Constructions of the Weil representations of certain simple Lie 
algebras, Funktsional. Anal. i Priloien. 16, no. 2 (1982), 70-71. 
9. A. JOSEPH, Minimal realizations and spectrum generating algebras, Comm. Math. 
Phys. 36 (1974), 325-338. 
10. A. JOSEPH, The minimal orbit in a simple Lie algebra and its associated maximal ideal, 
Ann. Sci. hole Nor. Sup. 9 (1976), I-30. 
11. J. M. KANTOR, Dtrivations sur les singularit& quasi-homog&nes: Cas des hypersurfaces, 
C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1979), 33-34. 
LA DIMENSION DE KRULL DE u(S1( 3)) 59 
12. T. LEVASSELJR, Anneaux d’operateurs differentiels, duns “Seminaire P. Dubreil et M. P. 
Malliavin (Paris 1980);’ Lecture Notes in Mathematics Vol. 867, pp. 157-173, Springer- 
Verlag, Berlin/New York/Heidelberg, 1981. 
13. T. LEVASSEUR, Sur la dimension de Krull de I’algebre enveloppante dune algkbre de Lie 
semi-simple, duns “Siminaire P. Dubreil et M. P. Malliavin (Paris 1981),” Lecture Notes 
in Mathematics Vol. 924, pp. 173-183, Springer-Verlag,Berlin/New York/Heidelberg, 
1982. 
14. N. N. SHAPOVALOV, On a conjecture of Gelfand-Kirillov, Funktsional. Anal. i Priloien 7, 
no. 2 (1973), 93-94. 
15. S. P. SMITH, “Krull Dimension and Gelfand-Kirillov Dimension of Modules over 
Enveloping Algebras,” Ph. Dot., Leeds, 1981. 
